Олимпиада по математике

Муниципальный этап 2013–2014 уч. г.

Задачи с указаниями и решениями

7 класс

7.1. 
Две соседних стороны прямоугольника относятся как 3:7. Чему равна площадь прямоугольника, если его периметр равен 40 см?

Ответ.  84 см2. Указание. Из условий задачи меньшая сторона прямоугольника равна 3х, а большая 7х при некотором х. Тогда периметр равен 
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, откуда x =2. Площадь прямоугольника равна  
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7.2. 
Петя сказал Васе: «Я задумал двузначное число. Если переставить его цифры, то получится число, которое в сумме с задуманным даст 143. Отгадай задуманное число, если известно, что оно простое». Какое число задумал Петя?

Ответ.  67. Указание. Пусть a, b – цифры задуманного числа. Тогда из условий задачи 
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, откуда a + b = 13. Учитывая, что a, b – цифры, отсюда получаем шесть возможных вариантов задуманного числа: 94, 85, 76, 67, 58, 49. Из этих вариантов только 67 простое число.

7.3. 
Дано 300-значное число 22…21…100…0, содержащее 100 двоек, 100 единиц и 100 нулей. Можно ли переставить цифры в этом числе так, чтобы получился квадрат натурального числа?

Ответ. Нельзя. Указание. Сумма цифр данного числа равна 2(100 + 1(100 = 300. Из признаков делимости на 3 и на 9 следует, что данное число делится на 3, но не делится на 9. При перестановках цифр сумма цифр не меняется, и поэтому после перестановки не получится точный квадрат (т.к. число, возводимое в квадрат, должно делиться на 3, а его квадрат – на 9).

7.4. 
На доске записано 10 чисел: 1, 2, …, 10. За одну операцию разрешается стереть с доски любые два числа  a, b, а вместо них записать числа a + 2b и b + 2a. Может ли получиться так, что в результате нескольких операций на доске будут записаны 10 одинаковых чисел?
Ответ. Не может. Указание. Предположим, от противного, что после некоторого числа операций на доске оказались все равные числа. Заметим, что при любой операции четность чисел не меняется (т.к. a + 2b имеет ту же четность, что a, и, аналогично, b + 2a имеет ту же четность, что b). Вначале было 5 четных и 5 нечетных чисел, поэтому и в конце должно быть 5 четных и 5 нечетных чисел, а у нас оказались все 10 чисел одинаковой четности). Полученное противоречие доказывает  утверждение задачи.

7.5. 
В 7а классе 30 человек. Может ли оказаться так, что у каждого ученика ровно три друга в классе?
Ответ.  Может. Указание. См. схему (граф), на которой отрезки соединяют пары друзей.

8 класс
8.1.  
Петя сказал Васе: «Я задумал двузначное число. Если переставить его цифры, то получится число, которое в сумме с задуманным даст 143. Отгадай задуманное число, если известно, что оно простое». Какое число задумал Петя?

Ответ.  67. Указание. См. задачу 7.2.

8.2. 
Дано сто чисел: 1, 22, 32,…, 1002. Вычислим 98 разностей: 
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. Чему равна сумма всех этих разностей?
Ответ.  19796. Указание. 
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. Подчеркнутые члены при подсчете суммы взаимно уничтожаются с соответствующими членами, имеющими противоположный знак. Останутся «неуничтоженные» числа: 
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8.3. 
Дано 300-значное число 22…21…100…0, содержащее 100 двоек, 100 единиц и 100 нулей. Можно ли переставить цифры в этом числе так, чтобы получился квадрат натурального числа?

Ответ.  Нельзя. Указание. См. задачу 7.3.

8.4. 
Существует ли равнобедренная трапеция, у которой средняя линия равна диагонали?

Ответ. Не существует. Указание. Пусть ABCD – равнобедренная трапеция с боковыми сторонами AB и CD. Опустим из точки С высоту СМ на основание. Тогда отрезок АМ равен средней линии, т.к. средняя линия равна 
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. В прямоугольном треугольнике АСМ гипотенуза АС больше катета АМ, и, значит, диагональ всегда больше средней линии равнобедренной трапеции.

8.5. 
На доске записано 10 чисел: 1, 2, …, 10. За одну операцию разрешается стереть с доски любые два числа  a, b, а вместо них записать числа  2a + 3b и 2b + 3a. Может ли получиться так, что в результате нескольких операций на доске будут записаны 10 одинаковых чисел?
Ответ.  Не может. Указание. Заметим, что число 2a + 3b имеет ту же четность, что b, а число, 2b + 3a имеет ту же четность, что a. Поэтому после каждой операции на доске должно оставаться 5 четных и 5 нечетных чисел (т.к. вначале было 5 четных и 5 нечетных). Значит все 10 чисел одинаковой четности получиться не могут.  

9 класс
9.1.  
Дано сто чисел: 1, 22, 32,…, 1002. Вычислим 98 разностей: 
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. Чему равна сумма всех этих разностей?

Ответ.  19796. Указание. См. задачу 8.2.

9.2. 
Существует ли равнобедренная трапеция, у которой средняя линия равна диагонали?

Ответ.  Не существует. Указание. См. задачу 8.4.

9.3. 
Даны положительные числа 
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Ответ.  Нельзя. Указание. После возведения в квадрат получим равносильное неравенство:
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, то данное неравенство равносильно следующему: 
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9.4. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1 и В1 так, что С1А1 || АC . Докажите, что 
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Указание. Из условия С1А1 || АC следует, что треугольники 
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 и ВАС подобны. Пусть 
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 – коэффициент подобия. Тогда высота в  треугольнике ВС1А1, опущенная из точки В на С1А1, равна xh, где h – высота треугольника BCA из точки В. Значит, высота в треугольнике В1С1А1 из точки В1 на С1А1 равна 
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. Максимум квадратичной функции 
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 (абсциссе вершины параболы) и равен 
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9.5. 
На доске записано 10 чисел: 1, 2, …, 10. За одну операцию разрешается стереть с доски любые два числа  a, b, а вместо них записать числа  a3 + 6b и b3 + 6a. Может ли получиться так, что в результате нескольких операций на доске будут записаны  а) все 10 одинаковых чисел? б) хотя бы три одинаковых числа?
Ответ.  а) не может, б) не может. Указание. а) Результат пункта а) (так же, как в задачах 7.4 и 8.5) следует из того факта, что после каждой операции получаются числа той же четности. б) Заметим более сильный факт, а именно, то, что после каждой операции числа дают те же остатки при делении на 6, что и до операции. Действительно, a3 + 6b
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, и произведение трех последовательных целых чисел 
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делится как на 3, так и на 2, т.е. делится на 6. Значит, в результате всех операций должен получиться тот же набор остатков (при делении на 6), что и вначале. Но вначале было не более двух чисел для каждого из остатков 0, 1, 2, 3, 4, 5 (точнее, по одному числу с остатком 0 и 5 – это числа 6 и 5 –, и по два числа с остальными остатками). Таким образом, в конце не могли оказаться три числа с одинаковыми остатками.

10 класс

10.1.
Даны положительные числа 
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Ответ.  Нельзя. Указание. См. задачу 9.3.

10.2. 
На доске записано 10 чисел: 12, 22, …, 102. За одну операцию разрешается стереть с доски любые два числа  a, b, а вместо них записать числа 
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. Может ли получиться так, что в результате нескольких  операций все записанные на доске числа будут больше 40?
Ответ.  Не может. Указание. Поскольку 
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 для положительных a, b, то в результате каждой операции сумма чисел на доске не может увеличиться. Вначале сумма чисел была 
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 (здесь использовалась формула 
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 для суммы первых n квадратов, но в данной задаче можно подсчитать эту сумму непосредственно), а в конце сумма чисел будет больше 40(10=400, если мы предположим противное. Полученное противоречие показывает, что такое предположение неверно. 

10.3. 
Найдите все значения параметра а, такие, что уравнение 
[image: image40.wmf]0
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 имеет два действительных корня, сумма квадратов которых равна 6.
Ответ.  
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. Указание. Из условий задачи следует, что должно выполняться условие 
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 EMBED Equation.3 [image: image44.wmf]6
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 (здесь мы использовали теорему Виета).  Решая последнее уравнение относительно а, получим 
[image: image45.wmf]16

11

5

±

=

a

. Корень 
[image: image46.wmf]8

3

2

-

=

a

 этого уравнения удовлетворяет неравенству 
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10.4. 
В треугольник АВС вписана окружность с центром О. Точки М и N – точки касания вписанной окружности со сторонами АВ и АС соответственно. Найдите (А, если известно, что AO = 2 MN.
Ответ.  30( или 150(. Указание. Пусть К – точка пересечения АО и MN. По свойству вписанной окружности, 
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10.5. 
Докажите, что уравнение 
[image: image57.wmf]5
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 имеет бесконечное множество решений в натуральных числах х, у.

Указание. Перепишем уравнение в виде 
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В качестве t достаточно взять числа вида 
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. Поскольку k – любое натуральное число, утверждение доказано.

11 класс

11.1. Решите уравнение 
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Ответ.  х = 0. Указание. Левая часть уравнения не превосходит единицы, причем она может равняться единице лишь при условии одновременного выполнения двух равенств: 
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 – иррациональное число, то из последнего равенства следует, что 
[image: image74.wmf]k

обязано равняться нулю. Значит, k = n = 0 .и х = 0.

11.2. Найдите все значения параметра а, такие, что уравнение 
[image: image75.wmf]0
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 имеет два действительных корня, сумма квадратов которых равна 6.
Ответ.  а = 2. Указание.  См. задачу 10.3.

11.3. Дана функция 
[image: image76.wmf]x

x

x

f

2

)

(

2

-

=

. Найдите область определения функции 
[image: image77.wmf]))

(

(

x

f

f

.
Ответ. 
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 область определения должна удовлетворять совокупности неравенств 
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. Первое из этих неравенств может выполняться лишь в случае нулевого подкоренного выражения, т.е. при х = 0 или х = 2. Решим второе неравенство: 
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11.4. На боковых ребрах AD, BD и CD тетраэдра ABCD взяты соответственно точки А1, В1, С1 так, что плоскость А1В1С1 параллельна основанию АВС. Точка D1 лежит в основании АВС. Докажите, что объем тетраэдра А1В1С1D1 не превосходит 
[image: image89.wmf]V
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, где V – объем тетраэдра ABCD.
Указание. Рассуждая аналогично тому, как при решении задачи 10.4, обозначим через х коэффициент подобия тетраэдров 
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 и ABCD. Тогда площади оснований тетраэдров 
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 и ABCD относятся как х2, а высоты – как (1 – х). Получаем задачу на максимум для функции 
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. Решая эту задачу с помощью производной 
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, находим критическую точку 
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, в которой достигается максимум 
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 EMBED Equation.3 [image: image96.wmf]27
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11.5. Докажите, что уравнение 
[image: image97.wmf]5
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 имеет бесконечное множество решений в натуральных числах х, у .
Указание. См. задачу 10.5.
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